Controle TD n° 2

L1/S2, Mathématiques, groupe D
29 Mars 2024

Exercice 1

Trouver les limites suivantes

1. (2 pts) wll)n;o (\/952 —2r4+3—(r+ 4))

Pour cette limite on fait ce qui suit

22 _ oy x
(Var =22 +3-(@+4) = (Va2 —20+3 - (z+9)) E%jxii;;

_2? =22+ 3— (z+4)?
Va2 =22+ 3+ (z+4)
2? —2r + 3 — (22 + 8z + 16)
Va2 =2z 43+ (z+4)

B —10z — 16
Va? -2z 43+ (z+4)
B z (—10 — 15) B -10- 16

s(J1-2+3+(1+4) S1-2+ 34144

alors

—10 — 16
lim (\/x2—2z+3—(z+4)>: lim =

T—00 T — 00 2 3 4
1-24 3 41442

= —5.
—23 + 22 +3
2. (2 pts) lim ——————
(2 pts) o0 523 + x2 + bx
Comme lim,_, oo —23+22+3 = —00 et lim,_, o0 523 +22+52 = 00, on a une forme indeterminée

—o00/00. Si on factorise par 23 le numérateur et dénominateur on obtient

—23 + 22 +3 _m3(—1+;22+%)
5u3 + a2 +5x 23 (5+14+ %)
-1+3%+3

5+14+ 3




Alors
—2®+ 2243 i ?(-1+ %+ %)

500 5o + 2% + br  aoee 29 (54 L+ )
. -1+ 2+ 3
= lim —————*

limg 005+ = +

Exercice 2

1. (3 pts) En utilisant des fractions partielles, déterminer la primitive suivante

1
/ (z+2)(z — 1)dx

1
On commence pour trouver la décomposition en fractions partielles de —— . Soient

(x+2)(z—1)

a et b deux constantes tels que

1 _a n b
(x+2)(z—1) 2z+2 x-1

a(x — 1) + b(x + 2)

(x+2)(xz—1)
~ (a+b)z+(2b—a)
(x+2)(x—1)

Donc on obtient le systéme d’equations a +b =0et 2b —a = 1, puis a = —1/3 et b = 1/3.

Finalement,
1 ~1 1
—  dx= d
/(m+2)(:c—1) v /(3(m+2)+3(x+1)> g
_;1/ dx +1/ dx
3 Jaxz+2 3) 2-1

:iln|x+2|+lln\x—1|+c
3 3
:11n<’x_1’)+c
3 T+ 2

2. (3 pts) Déterminer la primitive /x3 In |z|dx.

1
On va utiliser intégration par parties. Soit u = In|x| et v/ = 23, alors ' = — et v =
x



on obtient

71 16
w/6 : /6
3. (2 pts) On pose I = / %dm et J = %dm. Calculer I+ J,
— /6 Sin(w) — cos(z) _r/6 Sin(x) — cos(z)

I — J et en déduire I et J.

On commence par I — J :

w/6 : /6
I—J sin(x) d _/ cos(x) i

_r/6 Sin(z) — cos(x) —r/6 sin(x) — cos(z)

/”/6 sin(x) — cos(x) i

_r/6 Sin(z) — cos(x)

/6
= / ldx
—m/6
T
3

Il
—

Pour I + J on a

/6 . /6
I+J:/ . sin(z) da:+/ cos(x) de

/6 Sin(x) — cos(z)

Soit u(z) = sin(z) — cos(x) alors u/(x) = cos(x) + sin(x). Si b= /6 alors u(b) = sin(7/6) —

cos(m/6) = 1-V3 L+ V3

et si a = —7/6 on obtient u(a) = sin(—n/6) — cos(—n/6) = — .

2
e /71'/6 s%n(:zz) + cos(x; de

T V3-1
I-J=—,1+J=In
3 <\/§+1>
alors]:erlln V31 ethlln V31 T
2 V3+1 2 V3+1 6



Exercice 3
Soit f(z,y) = 2% — 2z + y® — 3y définie sur I'ensemble Q =R x R

of of

1. (2 pts) Calculer les dérivées partielles premieres 8—(x7y) et a—(x, Y).
€T Y
Les dérivées partielles de f par rapport = et y sont
of of 2
Yy =20—2, L(a,y)=3y> 3.
B (DY) =22 gy DY) =3y

2. (2 pts) Déterminer les points critiques de f.
Les points (z,y) € @ = R x RY qui sont critiques sont ot V f(z,y) = 0, alors 22 —2 = 0 et
3y? — 3 = 0. Ici on obtient que x = 1, et y = £1. Puis que (1,—1) ¢ Q, alors f a un seule
point critique (z,y) = (1,1).

3. (2 pts) Expliciter la matrice hessiene V2 f(x,y) de f en (z,y).

La matrice est donnée par

V3 f(a,y) = (3 63‘)

Le déterminante de la matrice es det(V2f(z,y)) = 12y > 0 pour tout point (x,y) € €2, alors
es définie positive.

4. (2 pts) Etudier la convexité/concavité de la fonction f sur I'ensemble 2 et déterminer la
nature de ces points critiques (extrema locaux, globaux, ...).

Comme la matrice hessienne est définie positive, alors la fonction es convexe dans le domaine
), donc le point critique es un minumum global.



