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Exercice 1

Résoudre les équations differentielles suivantes:

1.y +y — 6y = ze™® + e**;

Le polynome associé & cette équation est P(r) = r2+r—6 d’oll on obtient les racines r = —3
et 7o = 2, alors la solution homogene est y, (z) = c1e 3% + c2e?®. Puis que a; = —1 et ap = 4
ne sont pas des racines de P(r), on a que la solution particuliere est de la forme

Yp(@) = yp, (%) + yp, (z)
= (az + b)e " 4 ce'®.

Pour déterminer les constantes a, b et ¢ on fait de qui suit :

Yy, () = —(az +b)e™ " 4+ ae™"
Yy, (x) = (ax + b)e™™ — 2ae™7,

alors,
Yy (@) + 1y, (x) = 6yp, (x) = (ax + b)e ™™ — 2ae™" — (ax + b)e™* 4+ ae™" — 6(ax + b)e™ "
= —6(ax +b)e " —ae™ "
= (—6ax —6b—a)e”* =xe ".
Alors —6a = 1 et —6b — a = 0, c’est-a-dire y,, (z) = <— +
Yy, (z) = 4ce®® ety (x) = 16¢e™”, alors
Yo (@) + Y, (2) — 6y, (2) = (16c + 4 — 6c)e™”
= ldce®™ = 7,

Alors on obtient la solution

- 1 1
y(x) = c1e73% + cpe® + (g + 36> e "+ ﬂe4m.

1 2
2. 2yy’ + % = 0;



Cette équation est de varibles separées, alors

1+ y? 2y’ 1
2yy’ =0 < =——
vy x 1+ 92 x

— In(1+y?) =—Inlz| +c¢

— In(1+y%) =In|cz™?
= 1+y*=clo|™?

1 Exercice 2
Considere 1'équation differentielle z2y” + 5xy’ — 21y = 0:
1. Soit S 'ensemble des solutions réelles de I’équation. Montrer que S est un espace vectoriel

réel.

Clarement 0 € S. Soient y1,y2 € S deux solutions et o, 8 € R. On pose y(z) := ayi(z) +
Byz(x), alors y'(x) = ayi(x) 4+ Bys(x) et y"(x) = oyl (x) 4+ Byy (), si on remplace y dans
I’équation

w?y" + 5ay’ — 21y = &® (| + Byy) + 5 (ayy + Bys) — 21 (a1 + SBys)
=« (xzyll/ + bay) — 21y1) +8 (1‘2y§' + Bayy — 21ys)

=0 =0

=0
Alors y € S.

2. En sachant que les solutions ont la forme = +— 2™, ou n € R, trouver une base de S.

n—2

Soit y = 2™ une solution, alors y'(z) = na""! et y"(x) = n(n — 1)z" 2. En utilisant les

expression on a
22y 4 5xy’ — 21y = 2?n(n — 12" % 4+ Szna™ 1 — 212"
=2" (n(n—1) +5n — 21)
=" (n2+4n—21) =0,

d’oll on obtient que n? +4n 421 = 0 alors ny; = —7 et ny = 3. Donc la solution de ’équation
est

c
y(x) = 9717 + o,

Une base pour S est {77, 2%}.

3. Trouver la solution de z2y” + 5zxy’ — 21y = x>

En sachant que las solutions de I’équation homogene associée est y; (z) = % et yo(1) = 23,
on peut utiliser la méthode du wrosnkien. Dans sa forme canonique, la fonction g(x) est égale
a 1, et le wronskien est

-7 1 10
Wiy, y2(z) = = e o 32 = =



Puis
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Alors la solution particuliere est de la forme

Yp() = u(z)y1 (v) + v(2)y2(2)

1 1 3 x?
_—— Y = ——
27 10z 9

9
~ 90
3 ?

C1
et finalement, y(z) = g + cox® — 9

Exercice 2

Résoudre le probleme de Cauchy suivant:

y"'+2y =3y =0,
y(O) = 1, (1)
y'(0) =2.

ceLe polynome associé & I'équation est P(r) = r? + 2r — 3, alors les racines sont r; = 1 et
ro = —3, donc la solution est

y(x) = c1e” + cpe ™"

Pour déterminer les constantes ¢; et c¢o, on dérive la fonction y(x) en résultant y'(x) = c¢1e* —
3cpe™3% alors

y(0)=c1+c=1
y'(0) =c1 —3ca =2

5e~® 63:1:

alors ca = —1/4 et ¢; = 5/4, puis y(x) = 1 1




	Exercice 2

