Controle TD n® 1 : Version corrigée

Licence 1" année, Math2C, groupe MP2-MP
21 Février 2024

Exercice 1

Trouver la primite de les fonctions suivantes et indiquer le domaine de définition de chaque primitive:

1. f(z) = 25’ (Indication: utiliser le changement de variable u(z) = 2® puis intégration par
parties).

Solution : Soit le changement de variable u = 23, ca implique que du = 3x%dx (en fait
du/3 = x?dz), alors on obtient que

3 1
/xf’ex dr = g/ue”du.

En faisant intégration par parties, on pose v = u et w’ = e*, donc v =1 et w = e*, puis

/ue“du = ue" — /e“du =c"(u—1)+c

3

.
Finalement, /x5e'”3dx = % (a:3 — 1) + ¢, ou ¢ est une constante réelle. Clairement le
domaine de définition est D = R.

8
2. g(x) = ————— (Indication: utiliser fractions partielles
o) = o= | particlles
. I 8 a b
Solution : On écrit = + , alors
(x—1)(xz+3) x—1 x+3
o _ b alx+3)+blx—1)
r—1 z+3  (v—1)(x+3)
_z(a+0b) + (3a—b)
(- 1D(z+3)
d’olt on obtient le systeme d’équations
a+b=0
3a—b=28

c’est-a-dire a = 2 et b = —2. Donc

8 1 1
/(:z:—l)(x+3)dx_2/:c—ldx_2/x+3dw
=2In(lz — 1|) — 2In(jz + 3|) + ¢

(G

ou ¢ est une constante réelle. Domaine de définition D = R\{1, —3}.




Exercice 2
Trouver la solution générale des EDO suivantes:
1. ¥ + z(sin(z))y = 0.

Solution : L’équation est de variables séparées (si y(z) # 0)

/

% = —zsin(z) = / ‘;i/ —_— / xsin(z)dx
In(Jy|) = x cos(x) — /cos(m)dx

In(Jy)) = o cos(z) — sin(z) + c
|y(x)| — Keaccos(x)—sin(x)
ol K est une constante positive. Alors la solution générale est y(z) = Ke” cos(x)—sin(z) 8 1ain-

tenant K est un constante réelle.
Addendum : Noter que si on a le probleme de Cauchy

Yy +xsin(z)y =0
y(x0> = Yo,

si la condition initiale y est negative, alors K es negative et si yo > 0 alors K > 0. Si la condition
initial est égale a 0 alors on a une solution constante nulle.

Exercice 3

Résoudre les problemes de Cauchy suivants

(14+2%)y +y=2 (14+2%)y +y=2
“){ym>=z, @){ym>=1

Solution : L’équation (1) admet une solution constante y(z) = 2. Pour I’équation (2) on

separe les variables
y' 1 dy / dz
= — = =
2—y 1422 /2—y 1+ 22

—In(|2 — y|) = arctan(x) + ¢

Evaluant dans z = 0 on obtient que ¢ = 0. Alors |2 — y| = e~ #%2(®)  comme y(0) = 1 donc
2 — y(0) > 0 en particuliére il existe un voisinage I contenant = 0 ot 2 — y(z) > 0 pour tout
z € I. Dans cet cas on obtient y(x) = 2 — e~ actan(@),

Addendum : Les solutions sont clairement continues dans D = R. Ci dessous, vous trouverez
le champ de tangentes associé a I’équation, avec la representation graphique des solution.



Figure 1: Champ de tangentes avec la solution pour y(0) = 2.
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Figure 2: Champ de tangentes avec la solution pour y(0) = 1.
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